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Resumen

Se presentan aqui algunos temas basicos en arreglos de hiperplanos. Se muestran algunos
de los arreglos de Coxeter, en particular el arreglo de permutaciones, de Catalan y de Shi.
Se intenta profundizar en sus propiedades y conexiones con otros objetos combinatorios. Las
diferentes demostraciones se exponen desde un punto de vista biyectivo, aunque al final se
exponen otros resultados importantes en el tema, que hacen contraste con las demostraciones
iniciales y muestran otras posibilidades en el estudio de estos temas de combinatoria.

1. Introduccion

En este trabajo se exponen los arreglos de hiperplanos, sus principales propiedades y
su relacién con otros objetos combinatorios. En particular se estudian algunos de los més
sencillos ejemplos, como el arreglo de permutaciones, de Catalan y de Shi, que pertenecen
a un grupo de arreglos conocidos como arreglos de Coxeter. En este estudio, se muestran
muchas de las propiedades mas importantes de los arreglos y las diferentes relaciones que
tienen con otros objetos. Ademas, se intenta ahondar en estas relaciones, obteniendo de esta
forma interesantes demostraciones de algunos resultados.

Entre los resultados obtenidos se encuentra una demostracién de la invarianza en la
paridad al factorizar una permutacién como producto de transposiciones en el grupo simétrico
Sn, el conteo biyectivo del niimero de regiones acotadas en el arreglo de Catalan y la relacién
del nimero de regiones del arreglo de Shi correspondientes a cada permutacién con el conjunto
de ideales de un poset (conjunto parcialmente ordenado).

El estudio y las demostraciones de todos estos resultados se realizan de forma biyectiva,
tratando de usar argumentos simples y la menor cantidad de teoria posible. Por medio de
estas biyecciones, se intenta buscar las similitudes y analogias entre los distintos objetos, para
asi mejorar el conocimiento que se tiene de todos ellos. En la actualidad se conocen muchas
otras formas de atacar este tipo de problemas de conteo, como por ejemplo, mediante el uso
de funciones generatrices y el estudio del polinomio caracteristico del arreglo.

Estos métodos tan elegantes y sofisticados permiten resolver los problemas de forma maés
mecdnica. Sin embargo, las demostraciones biyectivas ain siguen siendo apreciadas por la



gran cantidad de sutilezas y detalles que pueden obtenerse en estas relaciones, la simplicidad
de las herramientas y la complejidad y belleza de las ideas involucradas.

En contraste con el enfoque biyectivo, en la seccién final se muestran otros resultados y
teoremas en arreglos de hiperplanos, relacionados principalmente con el estudio del polinomio
caracteristico, obteniendo por esta via demostraciones alternativas de algunos de los teoremas
expuestos y conexiones con muchos otros temas. Esto con el fin de mostrar la diversidad de
resultados en este campo y la belleza detras del estudio de estos objetos.

2. Preliminares

A continuacién se expondrd brevemente qué son los arreglos de hiperplanos, algunas
definiciones importantes y la idea general del tipo de problemas que se intenta explicar.

Definicion 2.1. Un arreglo de hiperplanos A en R™ es una coleccién finita de hiperplanos
lineales de la forma
Hi={zx eR":v;-x =1},

con v; € R" y r; € R, para ¢ entre 1 y m, donde m es el nimero de hiperplanos del arreglo.
v - x indica el producto interior usual en R".

Cada uno de estos hiperplanos divide en dos regiones al espacio R™, asi que al tomar
el arreglo completo, se divide el espacio R™ en cierta cantidad de regiones, que son las
componentes conexas de R" — UH;.

Definicién 2.2. La dimension de un arreglo A en R™ es por definicién n y se denota dim(.A).
El rango de A es la dimensién del espacio V4 generado por los vectores v; normales a cada
uno de los hiperplanos y se denota Rank(.A).

Definicion 2.3. Una regién es relativamente acotada si la interseccién del espacio V4 con
la regién es un conjunto acotado.

La interseccién del arreglo con el espacio V4 es conocida como la esencializacién del
arreglo. Mediante cambios en la direccién de un vector v € VAL, no es posible cambiar de
regién, pues todos los hiperplanos van paralelos a v. Por tal razén podria pensarse que al
intersectar el arreglo A con V4 se conserva toda la informacién, y el arreglo asi obtenido es
similar a A, visto en Rank(A) dimensiones. Se observa que si Rank(A) = Dim(.A), entonces
ser acotado y relativamente acotado es equivalente, pues en tal caso V4 = R".

Definicién 2.4. Se dird que dos regiones de A son adyacentes si solamente se interpone un
hiperplano del arreglo entre ellas.

En el estudio de arreglos de hiperplanos, una de las preguntas mas importantes es acerca
del nimero de regiones generadas por A. Ademas, se desea encontrar algunas propiedades
en la distribucion de las mismas y relaciones con otros objetos.

Al estar en n dimensiones, es dificil visualizar la forma en que los hiperplanos se cruzan,
y la pregunta acerca del nimero de regiones puede ser muy complicada en general. Por
tal razén, en muchos casos se prefiere dar cierto tipo de interpretacién combinatoria a las
regiones, con el fin de visualizar mejor las propiedades de lo que ocurre en R”, por medio de
analogias.



3. Arreglo de Permutaciones

Como un primer ejemplo de arreglo de hiperplanos, se mostrara el arreglo de permuta-
ciones en R™. Su estudio facilitard el entendimiento de los otros arreglos de hiperplanos y
del tipo de argumentos involucrados, pues ahi se observan claramente las diferentes ideas del
uso de analogias con otros objetos combinatorios.

Definicién 3.1. El arreglo de permutaciones (también conocido como Braid arrangement),
denotado por B,, es un arreglo en n dimensiones, formado por todos los planos H;; de la
forma x; —2; =0, para 1 <i < j < n.

Se observa que todos los puntos = = (x1,2,...,2,) € R" por fuera de todos los hiper-
planos de B,, no pueden tener dos coordenadas iguales. Ademds dos puntos z y z’ estdn en
la misma regién si ningtin hiperplano se interpone entre ellos. Si z y 2’ estdn del mismo lado
de H;j entonces z; > x; siempre que x} > :c; Por lo tanto, se encuentra que dos puntos
pertenecen a la misma region si y sélo si tienen todas sus coordenadas en el mismo orden.

Por esto, es natural representar cada regién del arreglo de permutaciones con un elemento
del grupo simétrico S,, (el grupo de permutaciones con n elementos). Para esto, se definird una
funcién v que relaciona cada elemento w € S, con una regién del arreglo de permutaciones
de la siguiente forma:

v(w) = {(T1, 22, ., Tn) : T(1) > Ty(2) > 00 > Tym) )-

Se encuentra facilmente que la funciéon v definida anteriormente es una biyeccién entre
Sy, v las regiones del arreglo de permutaciones. Como consecuencia, se obtiene el siguiente
resultado.

Teorema 3.1. El numero de regiones del arreglo de permutaciones es n!.

Ademas, la biyeccion anterior ayuda a establecer una gran cantidad de propiedades sobre
las regiones. Por ejemplo, se encuentra que dos regiones son adyacentes, si al observar las
permutaciones asociadas w y w’, se cumple que w’ = 7 o w, donde T es una transposicién de
dos términos consecutivos w(k) y w(k + 1).

Un conocido hecho de la teoria de grupos dice que toda permutacién puede ser escrita
como una composicion de transposiciones, y ademas se cumple que:

Teorema 3.2. La paridad del nimero de transposiciones que se utilizan en cualquier fac-
torizacion de una permutacion w es siempre la misma, para cada w € Sy,.

Con este resultado, es posible clasificar las permutaciones en pares e impares (esto es
conocido como el signo de la permutacién). También se demuestra que el conjunto formado
por todas las permutaciones pares forma un subgrupo de S,,, conocido como el grupo alternado
A,,. Aplicando este resultado al arreglo de permutaciones, se demuestra que es posible colorear
las regiones del arreglo de permutaciones en dos colores, de forma que cada par de regiones
adyacentes tengan siempre distinto color (como en un tablero de ajedrez). Esto se logra
coloreando de blanco las regiones asociadas a elementos de A, y de negro todas las demsés.

En realidad, este resultado no es nada sorprendente en el estudio de arreglo de hiper-
planos, y en cambio, las observaciones en el arreglo de permutaciones ayudan a visualizar
una demostracién del teorema 3.2. Esto es consecuencia del siguiente hecho, que es bastante
sencillo.



Proposiciéon 3.3. En todo arreglo de hiperplanos, es posible colorear cada region de blanco
o negro, de forma que todo par de regiones adyacentes tengan colores distintos.

Demostracion. Se hard por induccién en el nimero de hiperplanos. El resultado es obvio
para los primeros casos. Suponiendo que la afirmacién es cierta para todo arreglo con k
hiperplanos, al tomar un arreglo con k 4+ 1 y quitarle uno de ellos, queda un arreglo con k
hiperplanos, que por hipétesis puede ser coloreado de la forma indicada. Al trazar de nuevo
el hiperplano que se quitd, es posible lograr la coloracién deseada cambiando el color de cada
una de las regiones que quedan de un lado y dejando igual los colores del otro lado.

De esta forma, si las regiones estdn separadas tan solo por el hiperplano que se quito,
sélo una de ellas cambié de color con respecto a la coloracion anterior. Como alli ambas eran
parte de la misma regién, tenian antes el mismo color y por lo tanto, en la configuracién
final quedan de diferente color. Si un par de regiones adyacentes queda separada por un
hiperplano distinto al que se quitd, entonces ambas regiones quedan del mismo lado de este
ultimo, por lo que ambas cambiaron de color o ambas permanecieron igual. Como al quitar el
hiperplano las regiones siguen siendo adyacentes, debian tener inicialmente colores distintos,
e igual debe ocurrir en la configuracion final. O

Para completar la demostracion del teorema 3.2, basta notar que aplicar una transposicién
cualquiera a una permutacion en .S, es equivalente a una reflexion de la region correspondiente
a la permutacion sobre uno de los hiperplanos, precisamente el hiperplano que envia la regién
“identidad” sobre la regién que representa la transposicién deseada. Dado que las regiones
se pueden colorear de blanco y negro como se indica en la proposicién 3.3, se observa que las
reflexiones de regiones adyacentes cambian el color de la region.

En general se encuentra que las reflexiones siempre cambian el color de las regiones, pues
el arreglo es completamente simétrico, con respecto a cada uno de los hiperplanos. Como
la forma de colorear es Uinica una vez se escoge el color de una de las regiones, los colores
simétricos resultan siendo siempre opuestos, pues asi ocurre en las regiones adyacentes que
limiten sobre el hiperplano.

Viendo que toda factorizaciéon de una permutaciéon como producto de transposiciones
puede entenderse como una secuencia de reflexiones a partir de la regién identidad hasta
la permutacién final, se encuentra que para cada permutacion, todas las posibles formas de
factorizarla tienen siempre la misma paridad, ya que en cada reflexién siempre se cambia
de color. Se encuentra asi que las regiones con el mismo color de la regién identidad corres-
ponden a las permutaciones pares, mientras que las regiones restantes estarian asociadas a
las permutaciones impares.

El analisis anterior muestra la gran versatilidad que tienen las biyecciones entre objetos
de naturaleza tan distinta y algunas posibilidades en el andlisis de arreglos de hiperplanos.
La demostracion anterior del teorema 3.2 no difiere demasiado de otras demostraciones rela-
cionadas con el polinomio de Vandermonde, pues se encuentra que los ceros de este polinomio
definen el arreglo de permutaciones. Adicionalmente, es posible obtener otra demostracién
del resultado 3.3 observando los polinomios que definen cada arreglo de hiperplanos.

El arreglo de permutaciones es uno de los ejemplos mas sencillos de estudiar entre los
arreglos de hiperplanos. Sin embargo, muchos de los més importantes arreglos son simples
variaciones del arreglo de permutaciones. Las ideas y resultados expuestos anteriormente
seran utiles en el estudio de estos otros arreglos.



4. Numeros y Arreglo de Catalan

Los nimeros de Catalan aparecen naturalmente en muchos problemas de combinatoria,
que aparentemente no tienen nada en comun. En particular, permiten contar el nimero de
regiones de un arreglo de hiperplanos muy cercano al arreglo de permutaciones conocido
como el arreglo de Catalan.

Definicion 4.1. Los nimeros de Catalan se definen por la siguiente relacién de recurrencia:
Co=1y Cpt1 =CoC,+ C1Cpq + -+ + Cr,Co.

El siguiente resultado muestra una férmula explicita de los niimeros de Catalan.

2n

Proposicion 4.1. Para todo valor de n se cumple que C,, = (_T_)l
n

Se obtendra una demostracién de esta férmula méas adelante (ver teorema 6.3), aunque

también es posible llegar a ella por medio de conteos sencillos. Algunas posibles interpreta-

ciones de los niimeros de Catalan estan dadas por los diferentes objetos combinatorios que

se muestran a continuacién.

Teorema 4.2. Los nimeros de Catalan C,, cuentan el nimero de elementos de los siguientes
conjuntos para cada n € N . Se mostrard en cada caso el ejemplo para n = 3. Ndtese que
C3 =5.

(1) Secuencias de enteros positivos a; < ag < --- < a, tales que a; < i para todo i entre 1

Y n.
,1,1  1,1,2 1,1,3 1,2,2  1,2,3

(2) Caminos sobre una cuadricula de n X n que unen la esquina inferior izquierda con la
esquina superior derecha, sin pasar nunca por encima de la diagonal, con la minima
longitud posible (2n pasos).

(3) Secuencias by, ba, ..., bay, donde cada b; es 1 o —1, tales que todas las sumas parciales
by + by + -+ b (para k entre 1 y 2n) son no negativas y la suma total es 0.

1,1,1,-1,-1,-1 1,1,-1,-1,1,-1 1,-1,1,-1,1,—1
1,1,-1,1,-1,—1 1,-1,1,1,-1,-1

Demostracion. Las demostraciones de estos resultados se pueden obtener facilmente por
induccién, mostrando que el nimero de estos objetos cumple la relacion de recurrencia que
define los C),. Ademass, algunos de estos conjuntos estan relacionados y es posible hacer
biyecciones entre ellos, facilitando asi su conteo.

Por ejemplo, es fécil lograr una biyeccién entre (1) y (2) viendo que cada camino de
(2) pasa por encima de algunas casillas del tablero. Si ¢; es el nimero de cuadros que se
encuentran por debajo del camino en la columna ¢, defina a; = 1 + ¢;. La lista aq, a9, ..., an



asi obtenida resulta ser una secuencia como las de (1). De esta forma se obtiene una biyeccién
entre los caminos y las listas, pues cada lista en (1) estd asociada a un tinico camino.

Igualmente, es posible relacionar los elementos en (2) y (3), tomando cada camino de
principio a fin y escribiendo en ese orden un 1 por cada paso a la derecha y un -1 por cada
paso hacia arriba. Es facil verificar que esta lista cumple las condiciones en (3) y que la
relacién descrita anteriormente también forma una biyeccién. Con esto se demuestra que el
numero de elementos en (1),(2)y (3) es siempre igual.

Para ver que en todos estos casos la cantidad de elementos es justamente C,, se demostrara
que la cantidad de elementos en (2) cumple la relacién de recurrencia que define a los niimeros
de Catalan. Suponiendo que el nimero de caminos en (2) es a; para todo ¢ entre 1 y n, se
encontrard cuantos posibles caminos hay para n + 1. Se realizard este conteo por casos, de-
pendiendo de la primera vez que el camino toca la diagonal (suponiendo que el camino va
desde (0,0) hasta (n + 1,7+ 1) en el plano cartesiano).

Si la primera vez que el camino toca la diagonal es en el punto (k+ 1,k + 1), entonces el
nimero de formas de hacer la primera parte del camino es aj (pues al no tocar la diagonal
se forma un camino entre (1,0) y (k+ 1, k) similar a los de (2) para n = k); para el resto del
camino hay a,_j posibilidades. Reuniendo todos los casos, se encuentra que la cantidad de
posibles caminos desde (0,0) hasta (n + 1,n + 1) pasando siempre bajo la diagonal es

agGn + a10n—1 + - - + anaop.

Si el valor anterior se denota por a1, se observa que la secuencia de los a; cumple la misma
relacién de recurrencia de los niimeros de Catalan. Observando los primeros casos, se concluye
que a; = C; para todo 1. O

Estas biyecciones no sélo permiten relacionar el nimero de elementos de cada uno de
estos conjuntos. Gracias a ellas, también es posible observar relaciones en la estructura de
los diferentes objetos, facilitando asi la visualizacién de nuevas propiedades.

Existe una gran cantidad adicional de objetos combinatorios relacionados con los ntimeros
de Catalan. En [4] puede encontrarse una lista con cientos de ellos. A continuacién se mues-
tran otros ejemplos:

(4) Arboles planos con raiz de n + 1 vértices.

(5) Productos no asociativos de n+ 1 variables (es decir, formas de asociar un producto de
n+ 1 variables).

(6) Formas de dividir en tridngulos un poligono de n+2 lados por medio de n—1 diagonales.
(7) Secuencias de enteros a1 < ag < -+ < ap, con 0 < a; <n para i entre 1 y n, tales que

a1+ az + -+ an es divisible por n + 1.

Estas demostraciones pueden hacerse de forma similar, pero no se mostraran aca. En
algunos casos, las relaciones con los objetos anteriores no son tan directas y es necesario usar
nuevas ideas. A continuacién se presenta otro ejemplo en el cual aparecen los ntimeros de
Catalan, relacionado con los arreglos de hiperplanos.

Definicion 4.2. El arreglo de Catalan es un arreglo en R™ formado por los hiperplanos
:L'i—l’j:—l, 06 1,

con 1 <i < j <n (tiene en total 3n(n—1)

5— hiperplanos). Este arreglo se denotara por C,.

6



Teorema 4.3. El nimero de regiones determinadas por el arreglo C,, es n!C,.

Demostracion. Para comenzar, se observa que el arreglo de Catalan contiene el arreglo de
permutaciones, por lo que divide a R™ en n! sectores. Ademas, por la simetria del arreglo,
todas estas regiones se encuentran divididas por los hiperplanos en la misma forma. Faltaria
ver en cuantas regiones se encuentra dividida cada seccién dada por el arreglo de permuta-
ciones. Considerando una sola regiéon v(w), se encuentra que el orden de las coordenadas de
los puntos es fijo. Es decir, cualquier punto (z1,z9,...,x,) en la regién cumple que

Tw(1) = Tyy(2) = - -+ 2 Tyy(n)-

Para saber precisamente a qué regién del arreglo de Catalan pertenece cada uno de estos
puntos, tan solo es necesario aclarar de qué lado de los hiperplanos se encuentra el punto,
diciendo en qué casos se cumple que ;) > Z,(;) + 1. Esto quedarfa resuelto definiendo
yi = x; + 1 y haciendo una lista de los z; y y;, en el orden que se encuentran.

El nimero de formas distintas de ordenar estos ntimeros es justamente C,,. Para ver esto,
nétese que lo tnico que debe cumplirse en la lista es que los x; estén en un orden preciso,
al igual que los y; (el orden depende de w) y que ademds, todos los y; sean mayores que
su correspondiente x;. De esta forma, se tendria una lista ordenada con 2n términos. Por
ejemplo, para el caso de n = 3, podria tenerse algo como

Yu(1) = Yw(2) = Tw(1) = Yu(3) = Tw(2) = Lw(3)-

Todas estas listas definen completamente una regién en el arreglo. Si ahora se intercambia
cada y; por un 1y cada z; por un —1, se obtiene una lista como en (3), por lo que se logra
una biyeccién con los nimeros de Catalan (se comprueba facilmente que cada una de estas
listas de 1’s y —1’s también representan a su vez una unica forma de ordenar).

Se concluye que el sector v(w) queda dividido en C), regiones. Como este razonamiento
es valido para toda permutacién w, se demuestra entonces que el niimero de regiones es
justamente n!C,. O

4.1. Regiones Acotadas en el Arreglo de Catalan

Se puede observar que Rank(C,) =n — 1, ya que el vector (1, 1,..., 1) es perpendicular
————
n veces
a todas las normales (es decir, es paralelo a todos los hiperplanos). Por tal razén, no tiene
regiones acotadas en R™. Sin embargo, se llamaran regiones acotadas a las regiones relativa-
mente acotadas de este arreglo. Un resultado interesante acerca de las regiones acotadas en
el arreglo de Catalan es el siguiente:

Teorema 4.4. El numero de regiones acotadas en el arreglo C,, es exactamente n!Cp_1.

Demostracion. Se presenta aqui una demostracién biyectiva de este hecho. La idea es de
nuevo observar directamente la relacién entre las regiones del arreglo de Catalan y los objetos
definidos en el teorema 4.2. De nuevo, por la simetria del arreglo se observa que el nimero
de regiones acotadas es n! por la cantidad de regiones acotadas que hay en cada uno de
los sectores del arreglo de permutaciones v(w). Para mayor simplicidad, se considerard (sin
perder generalidad) el sector que se obtiene cuando w es la permutacién identidad.



Se observa que si las regiones no son acotadas, deben extenderse indefinidamente en
algunas direcciones, por ser politopos convexos. Las posibles direcciones de fuga deben ser
vectores de la forma v = (aj,a2,...,a,) con a; > ag > --+ > ap, pues en otros casos, los
rayos de la forma x + av (con  un punto en el interior de la regién y 0 < o € R) se saldrian
en algiin momento del sector que se estd considerando, el cual es un cono convexo limitado
por los hiperplanos x; = x;41 para i entre 1 y n — 1. Si a1 = a,, el vector v resulta paralelo
a los hiperplanos, por lo que es proyectado en el vector 0 de V¢, . Este caso no interesa en el
estudio de regiones relativamente acotadas.

Para las otras direcciones de vectores v, si los rayos de la forma x + av estan totalmente
contenidos en la misma regién para cierto valor de x, se encuentra que la regién no es acotada.
Por lo tanto, una regién acotada debe ser tal que para todo vector v de la forma anteriormente
mencionada, los puntos de la forma x + av no estén todos en la misma regién. En particular,
tomando vectores v = (1,1,...,1,0,0,...,0) para k entre 1 y n — 1, los puntos de la forma

k veces
T+ avg en algiin momento dejaran de estar en la regién. De aqui se concluye que si la regién
es acotada, se cumple que
Yk+1 = Tky1 + 1 > xp,

para todos los valores de k entre 1 y n — 1, pues de lo contrario, al sumar los vectores avy se
conservarian las distintas relaciones de orden que definen la regién y todo el rayo quedaria
contenido. Ademads, es suficiente verificar que la relacién anterior siempre se cumple para
asegurar que la regién es acotada, pues toda otra posible direccién de fuga v con a; # an,
modificard las desigualdades cada vez que ay, # a+ 1 de la misma forma que vy (puede verse
a v como una combinacién lineal de los v;, donde cada término modifica las desigualdades
por separado).

Viendo ahora la lista de (3) relacionada con una regién acotada, se encuentra que ésta
debe ser tal que todas las sumas parciales sean positivas excepto la tltima, pues si alguna
otra suma es 0, querria decir que hasta cierto punto la cantidad de 1’s y -1’s es igual, por lo
que los primeros nimeros de la lista corresponden a los valores y; desde y; hasta yg, junto
con sus respectivos x;. En este caso se cumple que xy > yi+1, impidiendo de esta forma que
la region sea acotada.

Se sigue que el nimero de regiones acotadas en este sector es justamente C,_1, pues
si de la lista se quitan el primer y dltimo término (que necesariamente son un 1y un -1,
respectivamente), queda una lista tal que las sumas parciales son siempre no negativas, es
decir, una de las listas de (3), para el caso de n — 1. O

Se observa como se utilizaron las distintas biyecciones para encontrar nuevas propiedades
y relacionar adecuadamente los diferentes objetos involucrados. Una prueba alternativa del
teorema anterior se deduce del teorema 6.3.

5. Funciones de Parqueo y Arreglo de Shi

En esta seccién se muestra el arreglo de Shi y su relacién con ciertas listas de ntimeros
conocidas como funciones de parqueo. Se estudian algunas de sus propiedades, mediante el
uso biyecciones e ideas similares a las utilizadas en el capitulo anterior. Ademads, se mencionan
algunos resultados relacionados, incluyendo algunos relativos al arreglo de Linial, que es otro



arreglo cercano a los que se han mencionado. Se mostrara inicialmente qué son las funciones
de parqueo y su relaciéon con los nimeros de Catalan.

5.1. Funciones de Parqueo

En un parqueadero se tienen n espacios de estacionamiento ubicados en linea, numerados
en orden de 1 a n, donde el espacio nimero 1 es el mas cercano a la puerta de entrada del
parqueadero, y el niimero n se encuentra llegando a la salida. Un grupo de n autos se dispone a
entrar al parqueadero. Para esto, cada uno de los autos escoge el niimero del estacionamiento
que desea utilizar (esto es una funcién de los autos en los espacios de parqueo). Es posible
que varios autos elijan el mismo espacio.

Una vez llegan los autos en orden, cada uno de ellos se dirige al sitio que escogié. Si el
espacio estd vacio, el auto se estaciona en ese lugar, pero en caso contrario, el auto seguira an-
dando y se ubicard en el primer lugar vacio que encuentre. Si ninguno de los lugares siguientes
estd libre, el auto no podra estacionarse. Es posible representar todas las elecciones de los
autos mediante una lista de ntimeros (a1, ag, ..., ay), donde el auto i escoge el lugar a;.

Definicién 5.1. Una funcién de parqueo de longitud n es una lista(ai, as,...,a,) de elec-
ciones, para la cual todos los autos se pueden estacionar. El conjunto de todas las funciones
de parqueo de longitud n se denotara por P,,.

Ejemplo 5.1. Se observa para n = 4, que la lista (2,1,4,1) es una funcién de parqueo. En
tal caso, todos los autos se estacionan en el lugar que eligieron, excepto el ultimo auto, que
debe estacionar en la tercera posicién. Por otro lado, la lista (3,1, 4, 3) no es una funcién de
parqueo, pues el dltimo auto no podréd parquear.

Las funciones de parqueo estan en estrecha relaciéon con los nimeros de Catalan. Esto es
consecuencia de la siguiente afirmacién.

Proposicién 5.1. Los elementos de Py, son los reordenamientos de las listas en (1), corres-
pondientes a numeros de Catalan.

En efecto, sea (a1, aq,...,a,) una funcién de parqueo. Si se reordenan los a; en una lista
b1,b2,...,b, como by < by < --- < by, entonces b; < i para todo 7, ya que de lo contrario
todos los autos b; para j > i (que son en total n + 1 — ¢ autos) buscarfan ocupar las n — i
posiciones finales, y al menos uno de ellos no podra parquear.

Es facil ver que la condicién anterior también es suficiente. Si al ordenar una lista
(a1,a2,...,a,) se cumple que b; < i, entonces para cada posicién ¢ hay al menos i autos
que eligen una posicién b; < i y uno de ellos tendrd que estacionarse en la posicién i. Como
esto es valido para todo 7, todos los estacionamientos quedardan ocupados, por lo que la lista
seria una funcién de parqueo.

Con esto, es posible caracterizar todos los elementos de P,, como listas de n nimeros
entre 1 y n tales que hay al menos un 1, al menos dos niimeros menores o iguales a 2, y en
general, por lo menos k& nimeros menores o iguales a k, para cada k entre 1 y n. Se tienen
ademas el siguiente resultado, que cuenta el nimero de elementos de P,,.

Teorema 5.2 (Konheim-Weiss, 1966). Ezisten en total (n + 1)"~! funciones de parqueo de
longitud n.



Demostracion. Para demostrar este teorema, suponga que se agrega un nuevo estacionamien-
to n+1y que el parqueadero ahora estd dispuesto de forma circular (es decir, si un auto llega
al ultimo espacio y éste se encuentra ocupado, el auto puede seguir hasta llegar al primer
estacionamiento). Se encuentra ahora que todos los autos podrén estacionar, sin importar
como elijan sus lugares y quedara un lugar libre. Si el lugar n 4 1 también puede ser elegido,
se forman entonces (n + 1)" funciones de eleccién. Se quiere averiguar cudntas de éstas son
efectivamente funciones de parqueo. Para esto, se observa que una elecciéon es una funcién
de parqueo si y sélo si el estacionamiento que no se utilizé esta en la posiciéon n + 1.

Las posibles elecciones pueden rotarse en la configuracion, haciendo que cada uno de los
autos elija la posicién que se encuentra k puestos después (médulo n + 1). De esta forma
el espacio libre estard también k puestos después. Es posible agrupar las elecciones de los
autos en grupos de n + 1, que son rotaciones unas de otras. En cada uno de estos grupos,
exactamente una de las funciones tendrd el espacio libre en la posiciéon n + 1, pues la eleccion
de los autos se puede rotar de manera tnica para que ocurra esto.

Se concluye que el nimero de funciones de parqueo se obtiene dividiendo por n + 1 el
nimero de funciones de eleccién, para encontrar un total de (n+1)"~! funciones de parqueo
de longitud n. 0

Esta prueba es debida a Pollack (1974). Aunque puede parecer un poco artificial, su
simplicidad y elegancia hacen que sea apreciada. Conociendo el resultado del conteo, que
por cierto es bastante simple, es posible encajar las cuentas y disenar una demostracién de
este tipo, pero seguramente fue necesario resolver el problema primero por otros métodos
antes de lograr una solucion tan sencilla. Mediante la relacién entre las funciones de parqueo
y los niimeros de Catalan, en particular con las listas de nimeros de (1) y (7), es posible
completar otra demostracion biyectiva del resultado anterior, aunque ésta seria igualmente
artificial. Un ejercicio interesante para el lector es construir una biyeccion entre los conjuntos
definidos en (1) y (7), usando una idea similar a la anterior.

Existen otros métodos m&as comunes para atacar este tipo de conteos, como el uso de
recurrencias, funciones generatrices y manejos algebraicos, pero las demostraciones se vuelven
mucho mas tedricas y menos ilustrativas. También es posible lograr este conteo por medio de
los arreglos de hiperplanos, gracias a su cercana relacién con las regiones del Arreglo de Shi.

5.2. Arreglo de Shi

Junto con el arreglo de permutaciones y el de Catalan, el arreglo de Shi es uno de los mas
estudiados entre los arreglos de hiperplanos.

Definicion 5.2. El arreglo de Shi en R™ esta formado por los hiperplanos de la forma
Ty —Tj = 06 1,
para 1 <i¢ < j <ny se denota como S,.

La relacién del arreglo de Shi con las funciones de parqueo puede verse claramente en el
siguiente teorema, cuya demostracion puede hacerse en forma biyectiva.

Teorema 5.3 (Shi, 1986). El nimero de regiones en el arreglo S, es (n+1)"71.

10



Demostracion. Se asignard una funcion de parqueo a cada una de las regiones del arreglo,
mediante una funcién A. Para definir esta funcién, se llamara Ry a la regién base, en la cual
T1 > T9 > -+ > Ty, > 21 + 1y se definira la distancia entre dos regiones como el niimero de
hiperplanos del arreglo que se interponen entre ellas. Se construye paso a paso la funcion A,
de forma que:

D) MRo) = (1,1,...,1) € Py.

11) Si dos regiones R y R’ estdn separadas tunicamente por un hiperplano de la forma
xzi —xj = 0 (con i < j) y R se encuentra a menor distancia de Ry que R/, entonces
AR') = M(R) + ¢; (donde e; es el vector con s6lo un 1 en la i-ésima coordenada).

11) Si dos regiones R y R’ estdn separadas tnicamente por un hiperplano de la forma
z;j—x; = 1y R se encuentra a menor distancia de Ry que R', entonces A(R') = A(R)+e¢;.

La funcién A resulta bien definida, pues gracias a la proposicién 3.3, dos regiones adya-
centes no pueden estar a igual distancia de Ry, ya que una debe estar a distancia par mientras
que la otra estd a distancia impar. Ademds, los 1’s que se sumaron en cada regién R dependen
unicamente de los hiperplanos que se encuentran entre Ry y R (con esto se muestra que la
distancia a Ry es la suma de los nimeros en A(R) menos n). Esta funcién A resulta ser la
biyeccion deseada.

Para ver que todos los valores asi asignados corresponden a funciones de parqueo, nétese
que si la regién R estd contenida en el sector v(w), se cumple que si A\(R) = (a1, az,...,ay),
entonces Ty(1) > Ty(2) > > Ty (n)- Por lo tanto a,p) < k, ya que por la forma en que se
definié A, sélo se le sumara al término a; = a, ;) por cada z; con i < j tal que z; > x;, y
por algunos de los valores de xj con j < i tales que x; > x; + 1 > x;, con lo que ay,y) a lo
sumo serd k, sumando 1 por cada x; > x;. Para ver que A toma todos los posibles valores de
las funciones de parqueo, es posible mostrar un algoritmo para el célculo de A~!, aunque no
es tan sencillo. O

Ejemplo 5.2. En la figura 1 se muestra la gréfica del arreglo de Shi para n = 3, junto con
los valores de la funcién A. Como Rank(S3) = 2 ya que sus hiperplanos son paralelos a los
arreglos anteriores, es posible graficar a S3 en el plano, mostrando lo que ocurre en Vs,. Se
marcé el punto que representa al origen.

La construccién de esta funcién A\ es debida a I. Pak, y puede ser extendida a las k-
funciones de parqueo, que estdn relacionadas con otros arreglos de hiperplanos que gene-
ralizan al arreglo de Shi (conocidos como S¥ o arreglos de k-Shi). No se entrard en detalle
al respecto, pero la demostracién de la biyeccién de Pak y su generalizacion en arreglos de
k-Shi puede encontrarse en [6]. Las funciones de parqueo, aunque muy sencillas, guardan de
algin modo toda la informacion contenida en el arreglo, aunque el hecho de que sea facil
pasar de las regiones a las funciones de parqueo, pero no al revés, hace que esta informacién
quede de algin modo “oculta” mediante la biyeccién.

Estas interesantes relaciones entre objetos hacen pensar que hay una gran cantidad de
estructura matematica oculta, y por tal motivo, posibilidades de trabajo en investigacién
en estos temas de combinatoria. Una muestra de los resultados obtenidos en este campo
se encuentra a continuacién. Las demostraciones no se dan aqui, aunque en lo posible se
intentard indicar la idea para obtenerlas.
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Figura 1: Arreglo de Shi y valores de A, para n = 3.
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Teorema 5.4. El nimero de regiones relativamente acotadas del arreglo de Shi es exacta-
mente (n — 1)" 1

Una demostracion de este hecho se obtiene como consecuencia del teorema 6.4, aunque
es posible obtener este resultado haciendo una analogia con lo ocurrido en la demostracién
del teorema 4.4 y usando funciones generatrices.

Teorema 5.5. Las regiones en el arreglo de Sy, estan en biyeccion con los arboles con vértices
0,1,...,n.

El resultado anterior puede obtenerse como consecuencia de la relacion de las funciones
de parqueo y los nimeros de Catalan, en particular con las listas dadas en (1) y los drboles
en (4). Es posible lograr muchas otras demostraciones biyectivas. Una de ellas se encuentra
en [1] y mediante ésta se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 5.6. (Kreweras) El nimero regiones del arreglo de S, que se encuentran a una
distancia k de Ry es igual al numero de drboles con vértices0, 1,..., n con (72‘) —k inversiones,
donde una inversion es un par de vértices 1,7 con 1 <1 < j <n tales que j se encuentra en
el camino de i hasta 0.

Otro arreglo de hiperplanos interesante, relacionado con los distintos arreglos expuestos
anteriormente, es el arreglo de Linial. Este consiste en los hiperplanos de la forma z; —x; = 1,
para ¢ < j. Se encuentra la relacién de este arreglo con otro grupo de objetos, entre los
cuales se destacan los drboles alternantes. Estos son drboles numerados, en los cuales todos
los vértices tienen un nimero mayor al de todos sus vecinos, o menor que todos estos. Puede
obtenerse la siguiente relacion.

Teorema 5.7. El numero de regiones en el arreglo de Linial L,, es igual al nimero de drboles
alternantes con n + 1 vértices y estd dado por la formula

n

(L) = 2% 3 <Z> (b + 1)L,

k=0
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La demostracién del resultado anterior es debida a Postnikov [2]. Es interesante agre-
gar que aun no se conoce una prueba biyectiva de este hecho. Como se observé, diferentes
propiedades del arreglo de Shi estan directamente relacionadas con los arboles con n + 1
vértices numerados. Seria natural pensar en una biyeccidén especial entre estos objetos, que
conserve la mayor cantidad propiedades.

Es posible definir funciones de los drboles enumerados de 0 a n en los arboles alternantes
con los mismos vértices. Una de tales funciones podria construirse tomando el arbol en el
cual cada vértice distinto de 0 se une con el vértice con nimero mas pequeno al cual es
posible llegar mediante un camino decreciente (puede verse facilmente que de esta forma se
obtiene un arbol alternante). De esta forma, es posible agrupar algunos arboles, segin su
arbol alternante correspondiente.

Conjetura 5.8. Eriste una biyeccion entre los drboles y las regiones del arreglo de Shi, de
forma que los drboles asociados a un mismo drbol alternante resultan en las mismas regiones
del arreglo de Linial.

Con esto resultaria una biyeccién entre las regiones de £, y los arboles alternantes, que
ademads se comporta bien con respecto al arreglo de Shi y los arboles numerados. Es posible
lograr diferentes biyecciones que demuestran el teorema 5.5, y dependiendo de la biyeccién
se preservan ciertas propiedades (como en la biyeccién de Kreweras). Harfa falta encontrar
una biyeccion que de alguna forma preserve la asignacion de los arboles alternantes hecha
anteriormente.

5.3. Regiones en el Arreglo de Shi por Permutaciones

Uno de los objetivos de este trabajo es investigar nuevas propiedades interesantes, que
permitan entender mejor la estructura detras de los arreglos de hiperplanos. En particular,
se quiso estudiar en el arreglo de Shi, cudntos hiperplanos se deben cruzar a partir de la
region central para llegar a cada una de las demés regiones, diferenciando a los hiperplanos
de la forma x; — z; = 0 (que se llamardn hiperplanos de permutaciones), de los de la forma
x; — x; = 1. Se observa que el nimero de hiperplanos que se interponen entre la regién base
y una regién cualquiera R es la suma de los términos de A(R), menos n. Faltaria distinguir
cuantos de estos hiperplanos corresponden a hiperplanos de permutaciones.

Para trabajar este problema, la idea es mirar cuantas regiones quedan en cada una de
las grandes regiones formadas por los hiperplanos de permutaciones, o lo que es lo mismo,
cuantas regiones corresponden a cada permutacion, y como son estas regiones. Para ver esto,
se hard una analogia con lo trabajado en el arreglo de Catalan. Nétese que lo que ocurre en
el arreglo de Catalan para cada sector v(w) es exactamente lo mismo que ocurre en la regién
asociada a la permutacién identidad en el arreglo de Shi. Se demuestra entonces que en este
sector, el nimero de regiones estd dado por el nimero de Catalan C,.

Se esta interesado en conocer el nimero de regiones en las que se subdivide el sector
asociado v(w) para cada permutacion w (esto podria definirse como el numero de Catalan
generalizado correspondiente a la permutacién) y ademds saber cuantos hiperplanos deben
cruzarse para llegar a cada una de estas regiones.

Los diferentes conjuntos contados por los ntmeros de Catalan muestran objetos que
podrian ayudar en este estudio. Se observaran principalmente los tableros de n x n y caminos
por debajo de la diagonal definidos en (2). La composicién de las diferentes biyecciones que
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se han construido forman una correspondencia entre las regiones del sector determinado por
v(w) y los caminos de (2). A continuacién se describe més claramente esta biyeccién.

Proposicién 5.9. Para todo valor de w € Sy, se puede relacionar cada camino de (2) con
una region de C, contenida en v(w), haciendo que cada uno de los pasos hacia la derecha en
el camino represente a los diferentes y, ;) y cada paso hacia arriba represente a los ;) en
el orden que ocurren en la lista de los x; y los y;, de mayor a menor.

Ejemplo 5.3. Para cada valor de w € Sg, el camino mostrado en la figura 2 se encuentra
relacionado con la regién del arreglo C, en la cual

Yu(1) = Yw(2) = Yu(3) = Yu(d) = Tw(l) 2 Tw(2) = Yu(5) = Tw(3) = Twd) = Yu(6) = Tw(5) =~ Tw(6)-

Figura 2: Camino relacionado a regiones de C,,.

Para averiguar a qué regién del arreglo de Shi pertenece la regién asociada a este tablero
(fijando el valor de w), se observa que el hecho de pertenecer al sector v(w) indica los hiper-
planos de permutaciones que separan a la regién de Ry. Tan solo faltaria distinguir cuéles
hiperplanos de la forma x; — x; = 1 se interponen entre la regién y Ry.

Estas parejas se encuentran representadas por cada una de las casillas del tablero. Si
el camino pasa por encima de la casilla que se encuentra en la fila y columna de los pasos
asociados a y,(;) Y Tuw(j), quiere decir que se tiene la desigualdad y,;) > x,(;), mientras que
en los otros casos no. Pero sélo interesan algunas de estas desigualdades; mas exactamente
aquellas en los pares i < j, con w™!(i) < w™!(j), pues sélo éstas se relacionan con hiperplanos
de la forma z; — x; = 1.

Definicion 5.3. Los pares ,j que cumplen la condicién anterior seran denominados pares
mondtonos, mientras que el resto de parejas se llamaran inversiones, con respecto a una
permutacion w.

Proposicion 5.10. Especificando todas las inversiones o todos los pares mondtonos de una
permutacion, queda determinada toda la permutacion. De hecho, es posible reconstruir la
permutacion indicando para cada i entre 1 y n, cudntas inversiones i,j (con i < j) tiene la
permutacion.

Para ver esto, suponga que se tiene una lista (dy,ds,...,d,) donde d; cuenta el nimero
de pares ¢ < j que son inversiones, para una permutacion w. Es posible reconstruir la per-
mutacion a partir de la lista anterior, paso a paso, pues dy indica cuantos de los otros valores
de w™1(i) van antes de w=1(1) parai > 1 (de donde w~!(1) = d; + 1), luego as indica cuantos
de los valores siguientes van antes de w~!(2), y asi sucesivamente.
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Por la definicién de la funcién A, se puede encontrar que las regiéon R en v(w) que se
encuentra junto al origen cumple que A(R) = (d; + 1,d2 + 1,...,d, + 1). Resulta ser que
estas listas (a1, a9, ...,ay) son aquellas donde a; < n + 1 — 4. Se observa facilmente que hay
n! listas de este tipo, una para cada valor de w.

Ejemplo 5.4. Para la permutacién w; = 264153 (donde wi(1) = 2, w1(2) = 6, etc.) se tiene
que la lista que cuenta el nimero de inversiones es (3,0,3,1,1,0). La regién R del arreglo de
Shi adyacente al origen contenida en v(wq) serd aquella tal que A(R) = (4,1,4,2,2,1). Con
el método descrito anteriormente, es posible reconstruir w; a partir de estas listas.

Es posible marcar estas inversiones en el tablero, por debajo de la diagonal, obteniendo
asi algunas casillas seleccionadas como en la figura 3. Alli se tacharon las casillas que se
encontraban en la fila i y la columna j, para cada inversién i < j, es decir, cuando w(i) > w(j).
Se marcaron las columnas y las filas (de izquierda a derecha y de abajo hacia arriba) con los
valores de w, y se pintaron de gris las casillas en la diagonal principal.

X|X|X

XX X
N N B = W

= X[ X[ X

2 6 4 53

Figura 3: Tablero transitivo para wy.

Proposiciéon 5.11. Los distintos tableros que pueden obtenerse mediante este procedimiento
son aquellos que cumplen la siguiente propiedad: para cada grupo de cuatro casillas que
formen un rectdngulo (mds exactamente, que se encuentren contenidas en un par de filas
y columnas), si dos esquinas opuestas estan en el mismo estado (es decir, ambas tachadas
o ambas sin tachar) y otra de las esquinas es gris, entonces la cuarta esquina también se
encuentra en el mismo estado de las otras dos esquinas.

La propiedad anterior se observa mas claramente mostrando las desigualdades que se
plantean al marcar o no marcar un par de casillas y aplicando la propiedad transitiva. De esta
forma, si 7 < j y j < k son pares mondtonos, entonces i < k también lo es, y andlogamente
en el caso en que ambos pares sean inversiones.

Definiciéon 5.4. Los tableros que cumplen la condicién dada en la proposicién 5.11 seran
denominados tableros transitivos.

Es facil ver que todos los tableros transitivos estan asociados a alguna permutacién, pues
puede observarse en la columna ¢, en cuantas inversiones ¢ < j se encuentra involucrado el
término ¢ y es posible encontrar la permutacién relacionada. El hecho de que el tablero sea
transitivo hace que no haya problemas al reconstruir la permutacién, y que cada permutacién
se obtenga de un tnico tablero. Se concluye entonces que:
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Proposiciéon 5.12. Hay en total n! tableros transitivos.

Construyendo el camino relativo a una regién de C, en v(w;) en el tablero anterior, se
encuentra que las casillas que representan las desigualdades relativas a los diferentes pares
monotonos son aquellas que no estan tachadas.

Para estar del otro lado de un hiperplano, se debe cumplir que y,,;) > ;) para un par
de valores i, j donde necesariamente ¢ < j (para que sea posible la desigualdad anterior).
Ademads w(i) < w(j) para que el hiperplano efectivamente esté en el arreglo de Shi. Por tal
motivo, para cada permutacién w es necesario considerar todas estas parejas y seleccionar
algunas de ellas de forma que efectivamente se determine una regiéon. Pero por la forma
en que se relacionaron los caminos y las regiones, se encuentra que las parejas anteriores
son justamente los pares mondtonos ¢ < j representados en el tablero por las casillas no
marcadas. Tan sélo falta mirar si las casillas correspondientes se encuentra por debajo del
camino trazado, para ver en cuales casos se cumple que y,,(;) > Z,(j) Y en cuales no.

Ejemplo 5.5. En la figura 4 se colocaron circulos en las casillas que representan los distintos
hiperplanos que deben cruzarse al ir desde Ry hasta la region R del arreglo de Shi en la cual
se encuentra la regién de C,, representada por el camino. Nétese que las casillas marcadas
determinan de manera unica la region R, aunque puede haber distintos caminos que resulten
relacionados con la misma region.

X

=X XX
|0 | X|X|0]| X
NCRNC N NG Ot

X
o)
26 415

Figura 4: Tablero asociado a una region de S,,.

Proposicion 5.13. Dado un tablero transitivo con casillas marcadas relativas a una region
de Sy, se puede obtener la funcion de parqueo relacionada observando las columnas, partiendo
de la lista (1,1,...,1) y sumando 1 al término en la coordenada w(i) por cada casilla tachada
o marcada en la columna i.

Es facil demostrar la proposicién anterior, por la forma en que se definié A.

Ejemplo 5.6. El tablero en la figura 4 esté asociado a una regién R del arreglo de Shi, tal
que que A\(R) = (4,1,6,2,3,1).

Para saber cudntas regiones del arreglo de Shi se encuentran contenidas en el sector v(w),
basta con mirar las posibles elecciones de las casillas que representan pares mondtonos, de
forma que si una casilla es elegida, deben elegirse también todas las casillas que se encuentren
mds abajo o a la derecha (o ambas cosas). Esto es consecuencia de estar debajo del camino. Se
mostrard que estas elecciones estan relacionadas con el estudio de los conjuntos parcialmente
ordenados.
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Definicién 5.5. Un conjunto parcialmente ordenado (P, <) (en inglés conocido como poset)
es un conjunto P junto con una relaciéon de orden <, que es reflexiva, simétrica y transitiva.

Por simplicidad, se adoptard la palabra inglesa. Si en cada tablero transitivo de una per-
mutacién w € S, se define una relaciéon de orden entre las casillas que representan pares
mondétonos, diciendo que una casilla es menor que otra si se encuentra mas abajo o a la
derecha, se encuentra que estas casillas forman un poset asociado a w. Este poset permi-
tird identificar cada una de las regiones de S,, contenidas en v(w) con ciertos subconjuntos
especiales del poset.

Ejemplo 5.7. El poset correspondiente a la permutaciéon w; mencionada anteriormente es
isomorfo al que se muestra en la figura 5, donde los elementos son representados por los
puntos, y un elemento es menor que otro si existe un camino siempre subiendo entre el
menor y el mayor.

Figura 5: Poset del tablero transitivo para ws.

Definicion 5.6. Se definen los ideales de un poset como los subconjuntos I de elementos
del poset tales quesiz € I y y <z, entonces y € I.

Es posible ahora enunciar el siguiente teorema.

Teorema 5.14. Las regiones del arreglo de Shi contenidas en v(w) estan en biyeccion con
los ideales del poset obtenido a partir del tablero transitivo correspondiente a w.

Mediante el teorema anterior, se encuentra que el problema de conocer el nimero de
regiones en las que se subdivide el sector asociado v(w) es equivalente a saber cuéntos ideales
tiene el poset asociado a la permutacién. El conteo de los ideales de un poset problema abierto
en combinatoria, pero se ha desarrollado una gran cantidad de investigacién al respecto. En
particular, se conoce que el conjunto de ideales de un poset, visto de nuevo como un poset
ordenado por contenencia, tiene estructura de reticulo distributivo. En realidad, se demuestra
que todo reticulo distributivo es isomorfo a un poset obtenido de esta manera. La definicién
de reticulo distributivo y un estudio detallado de todas estas propiedades puede encontrarse
en [3].

Esa propiedad le da una estructura interesante a las diferentes regiones que se encuen-
tran en cada sector de permutaciones, y relaciona el problema considerado con muchos otros
problemas acerca de posets e ideales, permitiendo usar otras herramientas relativas a estos
otros temas. Como los posets obtenidos a partir de tableros transitivos son tan particulares,
es posible que el problema de conteo en estos casos se simplifique. También seria interesante
encontrar una interpretacién sencilla de la propiedad de ser reticulo distributivo, y de las
otras propiedades que se deducen en estas estructuras (por ejemplo, mirar qué represen-
tan los diferentes ideales del reticulo). La relacién dada en el teorema 5.14 fue encontrada
independientemente por R. Stanley [7].
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6. Otros Resultados Enumerativos

En esta iltima seccién se mostrardn algunos de los principales resultados y conexiones
que existen en el tema de los arreglos de hiperplanos. En particular, se mencionardn algunas
propiedades del polinomio caracteristico asociado a un arreglo de hiperplanos, y el estudio
de arreglos en campos finitos, en donde se incluyen varios de los mas importantes teoremas
relacionados con este tema. Con esto, se tratard de exponer otros métodos habituales en el
estudio de arreglos de hiperplanos, y como esto se puede relacionar con otros muchos temas
de formas interesantes e inesperadas.

6.1. Polinomio Caracteristico P(.A)

Antes de hablar del polinomio caracteristico, es necesario mostrar algunas definiciones
importantes relativas a los arreglos de hiperplanos.

Definicién 6.1. Se define L(.A) como el conjunto de las diferentes intersecciones (no vacias)
entre subconjuntos de los hiperplanos del arreglo, incluyendo a los mismos hiperplanos y al
espacio completo (que es la interseccién del subconjunto vacio).

Estas intersecciones forman conjuntos (de distintas dimensiones) que al ordenarse por
contenencia forman un poset. Para coincidir con la notaciéon habitual en el estudio de los
posets, se dird que X <Y para cada par de elementos X,Y € L(A) tales que Y C X.

Definicién 6.2. L(.A) junto con la relacién de orden descrita anteriormente, se conoce como
el poset de intersecciones del arreglo A.

Ejemplo 6.1. Se considerara el arreglo de permutaciones para n = 4. Su poset de intersec-
ciones se muestra en la figura 6.

Figura 6: Poset de intersecciones de Bj.

Los puntos marcados con un par ¢j representan los hiperplanos H;; dados por la férmula
x; —xj = 0. El punto inferior representa a todo el espacio R?* (que segtin el orden definido
resulta ser el minimo), mientras que los distintos puntos en el mismo nivel representan in-
tersecciones de algunos hiperplanos con la misma dimension. Una de ellas es, por ejemplo, la
interseccion de His, Hi3 y Has, que es un conjunto de dimensién 2, generado por los vectores
(1,1,1,0) y (0,0,0,1).
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Definicién 6.3. Una funcién p : L(A) — N se denomina funcién de Mdébius de L(A) si
cumple que:

D p(RY) = 1.
) > y<x (YY) =0, para todo X # R".

Esta funcién es tnica para cada poset L(A) y se puede construir paso a paso tomando
w(X) = = > yox u(Y), siempre que se conozcan los valores (YY) involucrados. La funcién
w asi definida tiene diversas propiedades enumerativas que generalizan diferentes resultados
clasicos (como la férmula de inversién de Mébius de la teorfa de nimeros, o la férmula de
inclusién—exclusién) al estudio de los posets.

Con todo esto, es posible ahora definir el polinomio caracteristico.

Definicién 6.4. El polinomio caracteristico del arreglo A se denota x4 y estda dado por la
férmula
va®) = 3 p(x)pdim0),
XeL(A)

Ejemplo 6.2. Siguiendo con el ejemplo anterior, en la figura 7 se encuentran los valores de
la funcién p en cada punto de L(By).

Figura 7: Funcién de Mobius de L(By).

Con estos valores, se observa que el polinomio caracteristico en este caso resulta ser
xs, (t) = t* — 613 + 11¢% — 6t.

El siguiente resultado es uno de los teoremas mas importantes en el estudio de arreglos
de hiperplanos:

Teorema 6.1 (Zaslavsky, 1975). El nimero de regiones en el arreglo A es exactamente
(=1)"xa(=1). El nimero de regiones acotadas (relativamente) es (—1)" " (A y 4(1).

La demostracion de este hecho se basa en las recurrencias que se logran seleccionando
un hiperplano y observando lo que ocurre, sin el hiperplano y en el hiperplano (este método
es conocido como deletion-restriction method). No se mostrara en detalle esta demostracion,
pero puede encontrarse en [5].

Ejemplo 6.3. Se puede verificar que xp,(—1) =24 y x5,(1) = 0, como se esperaba.
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6.2. Arreglos en Campos Finitos

El polinomio caracteristico definido anteriormente tiene ademas otras propiedades enu-
merativas muy interesantes, especialmente al observar los arreglos de hiperplanos en campos
finitos. Esto resulta bastante 1til en el cémputo del polinomio caracteristico de ciertos arre-
glos y permite nuevas e interesantes aplicaciones y demostraciones de resultados anteriores.

Al igual que se ha trabajado en R™, es posible desarrollar de forma analoga la idea
de arreglos de hiperplanos en otros espacios vectoriales, en particular los de la forma F™,
donde F' es un campo finito. En estos casos, algunas nociones como el nimero de regiones
no se ven tan claras debido a que las topologias son esencialmente diferentes, pero ideas
como el poset de intersecciones pueden aplicarse de la misma forma y permiten darle nuevas
interpretaciones al polinomio caracteristico.

En general, si se tiene un arreglo de hiperplanos con coeficientes racionales, es posible
hacer una ampliaciéon para que todos los coeficientes queden en los niimeros enteros, y luego
analizar el arreglo, pero ahora en Fp'.

Teorema 6.2. El nimero de puntos en F}' que no pertenecen al arreglo A es evactamente
XA(p) para casi todo valor de p.

Demostracion. Se observa que cada interseccién de hiperplanos Y € L(A) de dimensién k
tiene en total p* elementos. Asf, en la definicién de x 4, cada término u(Y)p” estd contando
el nimero de elementos en Y multiplicado por u(Y'). Se encuentra que cada punto de Fy
contenido en alguno de los hiperplanos se conté en total >y .y (YY) = 0 veces, donde X es
la interseccién de todos los hiperplanos en los que se encuentra el punto. En cambio, todos los
puntos que no pertenecen a ningun hiperplano del arreglo A se contaron tan solo una vez, en
el término p" correspondiente a la interseccion vacia, es decir, cuando X = F. Por lo tanto,
al evaluar x 4(p) se cuenta la cantidad de puntos que no pertenecen a ningtin hiperplano.
Para que el andlisis anterior sea valido, la tinica condicién que debe cumplir p es que el poset
de intersecciones visto en I} sea isomorfo a L(.A) visto en R". Esto se cumple para casi todo
valor de p. O

El resultado anterior es consecuencia directa de la formula de inversion de Mobius, que
es una generalizacién para todo tipo de posets de la formula de inclusiéon exclusion. Estas
cuentas pueden ayudar a conocer el polinomio caracteristico del arreglo A, pues en muchos
casos es facil resolver el problema de conteo de puntos en términos de p, mediante muchas
otras formas, dependiendo del arreglo.

Ejemplo 6.4. En el ejemplo del arreglo By, es facil ver que en F}', el nimero de puntos que
no pertenece a ningun hiperplano esta dado por

p(p—1)(p—2)(p —3) = x5:(p)-

Un ejemplo més interesante es el estudio del polinomio caracteristico del arreglo de Cata-
lan C,,. Se encuentra el siguiente resultado.

Proposicion 6.3. El polinomio caracteristico del arreglo de Catalan es

xe,t)=tt—nmn—-1)t—-—n—-2)(t—n—-3)---(t—2n+1).
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Demostracion. Para calcular el polinomio caracteristico de C,, se usaré el resultado del teo-
rema 6.2. Suponga que p es un primo suficientemente grande. Se debe encontrar el niimero
de formas de seleccionar n valores (x1,2,...,z,) en Fp, de forma que no haya dos repetidos
ni dos consecutivos. Para el valor de x,, hay p posibilidades. Ahora para escoger el conjunto
de valores que pueden tomar las otras coordenadas z;, se encuentra que hay en total (p ;ﬁ;l)
posibilidades, ya que si se escogen n — 1 valores 23 < 29 < --- < zp entre l yp—n — 1, se
puede determinar de forma tinica una eleccién de n — 1 de los elementos restantes de Fj, sin
repetir ni incluir términos repetidos tomando los x; del conjunto {z, +z;+i:1<i<n}en
cualquier orden.

Se concluye entonces que el nimero de puntos de F}' que no estdn en ninguno de los
hiperplanos de C,, es en total

P<p;i11)(n—1)!=p(p—n—1)(p—n—2)(p_n_3)...(p_2n+1)’

y de aqui el resultado se sigue. O

La proposicién 4.1 resulta ser un simple corolario del resultado anterior, junto con 4.3 y
6.2, viendo que

(%)

n+1

xe,(=1) = (=1)"(n+2)(n+3)---(2n) = (=1)"

El teorema 4.4 también puede deducirse a partir de aqui, pero no cabe duda que de esta forma
se pierden muchas de las relaciones que aparecen en la demostracién expuesta anteriormente.
Mediante este mismo método, también puede encontrarse que:

Proposicién 6.4. El polinomio caracteristico para S, es xs, (t) = t(t —n)" L.

La prueba de este resultado puede consultarse en [5]. A partir de la proposicién anterior
se obtiene una demostracién de los teoremas 5.3 y 5.4, gracias al teorema 6.1.

6.3. Arreglos de Grafos

Una pregunta clasica de la teoria de grafos se refiere al nimero de coloraciones posibles
de los vértices de un grafo simple GG con t colores, de tal forma que cada par de vértices
adyacentes no pueden ser del mismo color (un grafo simple es aquel que no tiene bucles ni
arcos dobles). Se puede demostrar que para todo grafo simple G, el nimero de coloraciones
con t colores estd dado por un polinomio xg(t) de grado n, conocido como el polinomio
cromdtico del grafo.

Algunas propiedades de estos polinomios se pueden encontrar en [5]. Si se define para todo
grafo G con n vértices (numerados del 1 al n) el arreglo de hiperplanos A¢g en n dimensiones,
con los hiperplanos de la forma x; — z; = 0 para todo par de vértices i, j que estén unidos
por un arco, resulta que:

Teorema 6.5. Para todo grafo G se cumple que xc(t) = xa,(t).

Demostracion. Considerando el arreglo Ag en F)}, se encuentra que cada posible coloracion
con p colores se encuentra representada por un punto de F}' que no esté en ninguno de los
hiperplanos. Por lo tanto, se cumple que xg(p) = x4 (p). Como esto es cierto para casi todo
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primo, los polinomios deben ser iguales. De hecho, repitiendo el anélisis de la demostracién
del teorema 6.2, se puede demostrar que el niimero de coloraciones posibles con ¢ colores
estd dado por x4 (t) para todo ¢, mostrando de esa forma que el conteo de coloraciones es
siempre un polinomio (en estos sencillos arreglos, no hay problema al considerar el arreglo
en el grupo ciclico Z; para valores de ¢t que no son primos). O

Es posible estudiar con mas detalle los diversos objetos vistos, junto con muchos otros
que van apareciendo poco a poco al pasar por los diversos arreglos de hiperplanos. De hecho,
existe una vasta literatura al respecto, llena de curiosidades y objetos combinatorios de todo
tipo. Ademds, alli se encuentran demostraciones usando todo tipo de herramientas, desde
las més bésicas hasta algunas muy sofisticadas, que provienen de diversos campos de la
matematica y que se entretejen en formas muy cercanas e insospechadas.
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